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Wstep

Diofantos z Aleksandrii

Biografie i biogramy maja zwyczaj zaczynaé sie od przypomnienia lat zycia swojego bo-
hatera. W przypadku Diofantosa z Aleksandrii stanowi to niemaly problem, bo doktadne
lata jego zycia nie sg znane. Sita zwyczaju jest jednak na tyle duza, ze aby uczyni¢ mu
zado$é, wpisuje sie niekiedy przy nazwisku greckiego matematyka lata 201 - 285 lub 215
- 299. Taki zapis jest, Swiadoma lub nie, synteza dwoch przekonan: (1) Diofantos zyt w
IIT wieku n.e. oraz (2) Diofantos zyt 84 lata. Pierwsze z nich, choé¢ opiera sie raczej na
poszlakach niz na twardych danych, jest dos¢ prawdopodobne. Wiarygodnosé¢ drugiego
jest z kolei mocno watpliwa.

Pierwsza, i najpewniejsza wskazowka do spekulacji na temat czasu zycia Diofantosa jest
odwotanie do jego dziet u Teona z Aleksandrii (ojca stynnej Hypatii)!. Teon cytuje
fragment wstepu do Arytmetyki wprost przywotujac imie Diofantosa. Na podstawie tej
wzmianki mozemy oszacowaé goérna granice datacji tego dzieta. Doktadne lata zycia
Teona tez nie sg znane, ale znacznie doktadniejsze niz w przypadku Diofantosa szacunki
wskazujg na okres od ok. 335 r. do ok. 405 r. Mozemy przyjac, ze Arytmetyka zostata
napisana, ostroznie méwigc, nie pézniej niz na poczatku V w.

Zeby w podobny sposob ustali¢ dolna granice trzeba zobaczyé kogo cytuje sam Diofan-
tos. W Arytmetyce nie ma zadnych odwotan do identyfikowalnych tekstow, ale w drugim
przypisywanym Diofantosowi traktacie, O liczbach wielokgtnych, jest jedno odwotanie do
Hypsiklesa z Aleksandrii, zyjacego w IT w. p.n.e. (doktadne daty nie sa znane). Tak wiec
na podstawie zaleznosci intertekstualnych mozemy powiedzieé¢ tylko tyle, ze Diofantos
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zyt gdzies miedzy II w. p.n.e, a IV/V w. n.e. Przy tym o ile gorna granica jest raczej
pewna, to dolna juz niekoniecznie, bo diofantosowe autorstwo O liczbach wielokgtnych

bywa kwestionowane?.

Wskazéwka bardziej precyzyjna dla datacji, ale znacznie mniej pod wzgledem jednoznacz-
nosci interpretacji, jest pewien list Michalta Psellosa (1018 - [1078, 1096]?), bizantyjskiego
polityka i uczonego. Psellos wspomina w nim o dziele poswieconym arytmetyce autorstwa
pewnego Anatoliosa, ktére byto dedykowane Diofantosowi. Odkrywca listu, a zarazem
autor krytycznej edycji, Arytmetyki Paul Tannery (1843-1904), identyfikuje autora rze-
czonego dzieta z Anatoliosem z Aleksandrii, biskupem Laodycei pod koniec III w3, ktéry
jak wiemy z przekazu Euzebiusza z Cezarei (HE VII, 20) napisal dzielo o tematyce aryt-
metycznej, zachowane obecnie we fragmentach. Jezeli Tannery ma racje, ze dedykacja
mogta by¢ skierowana tylko do zywej osoby, to Diofantos musial zy¢ w trzecim wieku.
Manuskrypt listu Psellosa jest jednak uszkodzony i niektérzy badacze sugeruja, ze Psel-

losowi moglo chodzié¢ o jakiego$ innego Diofantosa®.

List Psellosa wskazuje, ze Diofantosa nalezy umiejscowi¢ w czasie w III w. Jesli jednak
nie mozna w stu procentach zaufa¢ temu zrodtu, to jakie sg inne mozliwosci? Pewna hi-
poteza mowi, ze Diofantos mogl zyé¢ w czasach Herona z Aleksandrii. Mialyby swiadczyé
pewne podobieristwa w notacji (symbol A jako znak operacji odejmowania) i tematyce
rozwazanych zagadnien miedzy tymi autorami. Na poczatku XX w., gdy nie bylo jeszcze
jasne kiedy zyl Heron, hipoteza ta byla zywo dyskutowana m.in. przez wspomnianego
juz Tannery’ego ( |Tannery, 1895] ss. 535-538, za [Meskens, 2010]), czy sir Thomasa
Heatha - autora klasycznej monografii o Diofantosie (zob. [Heath, 1910] s. 306). W 1932
Otto Neugebauer wyliczyl, ze opisywane przez Herona za¢mienie ksiezyca musiato mieé¢
miejsce w 62 r. rozstrzygajac spor o datacje zycia tego uczonego. Od tego czasu wiadomo
juz, ze hipotezy inspirowane listem Psellosa i podobienistwami z Heronem wykluczaja sie.
Cho¢ sa uczeni, ktorzy uwazaja ta druga za mozliwa (np. W. Knorr), to zdecydowanie
przewaza opinia, ze Diofantos zyt w III w. Niezaleznie od listu Psellosa przemawia za
tym brak odwotari Arytmetyki przed Teonem. Gdyby Teon cytowal autora o kilkaset
lat wczesniejszego, musiatby to raczej by¢ kto$ o statusie klasyka. W takim wypadku
spodziewaliby$my sie réwniez innych odwotari do jego dziel. Tymczasem zadne nie sg
znane, wiec bardziej prawdopodobne jest, ze Teon cytowal dzieto niewiele starsze od jego
wtasnych.

Przekonanie, ze Diofantos zyt 84 lata opiera sie na pewnym epigramie z Antologii Greckiej.
Antologia to obszerny zbior poezji starogreckiej oparty na kompilacji z X w. dokonanej
przez bizantyjskiego duchownego i dworzanina Konstantyna Kefalasa. Zbior Kefalasa
nie zachowal si¢ w calosdci, ale dysponujemy redakcja oparta na dwoch jego tekstach
pochodnych: niepelnej kopii oryginalnej antologii odkrytej w 1606 r. w Heidelbergu,
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zwanej Antologiq Palatyriskq, oraz przeredagowanej wersji Maksyma Planudesa (XIII w.).
Material zebrany w Antologii zawiera wiersze poetow tworzacych od IV w. p.n.e. do VI
w. n.e. W ksiedze XIV zatytutowanej Zagadki, tamiglowki i+ wyrocznie znajduje sie zbiér
45 epigramoéw, kryjacych w tresci zadania arytmetyczne, zebranych przez gramatyka i
matematyka Metrodora. Ta kompilacja powstata zapewne w VI w., ale zawiera wiersze
w wickszosci starsze. Jednym z nich jest niezatytutowany epigram brzmiacy takd:
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co mozna przttumaczy¢ nasteujaco:

Gréb ten chowa Diofanta i - o wielkie dziwy -
miare jego zywota przedstawia w sztuce liczb.
Szbsta mu na dziecigctwo bog nadat czedé zycia
Dajac skroniom zakwitnaé¢ dwunasta dodal czesé
Sibdma, kiedy zapalit malzenstwa pochodnie,
Po uplywie lat pieciu obdarzyl potomkiem.

Ach, biedne dziecko drogie, w polowie lat miary
swego ojca zimna je mogita zabrata.

Ten swoje zale koil w obliczu madroéci

liczb cztery lata az kres zywota przekroczyl.

Rozwiazmy zagadke. Niech x oznacza wiek Diofantosa. Wéwcezas rozwiazujac réwna-
nie r = §+ {5 + 7 +5+ 3 + 4 dostajemy x = 84. Nie ma zadnych zrédet, ktore
moglyby rzuci¢ $wiatlo na zwiazek miedzy epitafium przekazanym przez Meteodora, a
historycznym Diofantosem. Wspdlczesni badacze bardzo sceptycznie podchodza do wia-
rygodnosci tego epigramu (zob. [Schappacher, 1998] s. 5; w najnowszej monografii o
Diofantosie - [Meskens, 2010] - epigram w ogdle nie jest wspomniany).

5Za edycja [Paton, 1918]

SPrzektad wlasny. Po drukowanych i cyfrowych zrédtach kraza dwa polskie thumaczenia tego epita-
fium". To zaczynajace sie od stow Tu jest grobowiec w ktorym ztozono prochy Diofanta jest raczej
luzna wariacja na temat oryginalnego tekstu z Antologii, niz przekladem. Nie udalo mi sie ustalic,
gdzie po raz pierwszy pojawia sie to tlumaczenie. Drugi przeklad, zaczynajacy sie od stow Pod tym
nagrobkiem spoczywa Diofant jest bardziej eleganckie literacko i dosyé¢ bliskie oryginalowi. Najstar-
szym tekstem zawierajagcym to thumaczenie, do ktérego udato mi sie dotrzeé, jest popularnonaukowa
ksiazka Od tabliczki do rézniczki (org. Vom Einmaleins zum Integral) Egmonta Colerusa, wydana
w thumaczeniu Antoniego Nykliriskiego w 1939 roku nakltadem Panstwowego Wydawnictwa Ksiazek
Szkolnych we Lwowie (ss. 130-131). Nie wiem, czy ttumacz postugiwal sie tekstem oryginalnym, czy
niemieckim przekladem uzytym przez Colerusa.



Tekst Arytmetyk:

Wedtug tego, co przekazal sam Diofantos, Arytmetyka sktadala si¢ oryginalnie z trzy-
nastu ksigg. Podobnie jednak jak wiele innych greckich dziel, traktat ucierpial mocno
w dziejowych zawieruchach. Obecnie mamy dostep do szeSciu ksiag przekazanych w
grece, za posrednictwem uczonych bizantyjskich, oraz czterech innych w tlumaczeniu
arabskim. Tekst, ktory przetrwal, jest mocno skazony. [Meskens, 2010] twierdzi wrecz,
ze Arytmetyka nalezy do najgorzej zachowanych starozytnych dziet greckich.

Od czaséw Teona i Hypatii, ktora réwniez komentowala Arytmetyke, az od IX w. nie
ma pewnych przekazow o studiowaniu dorobku Diofantosa. Pod koniec IX w. Qusta ibn
Luqga zaszczepia jego znajomos$¢ w Swiecie arabskim, o czym nizej. W Swiecie greckim
pierwszym uczonym, o ktérym na pewno wiadomo, ze zajmowal sie¢ Diofantosem jest tak
naprawde wspomniany wczesniej Michal Psellos (XI w.). W XII w. Nicefor Blemmy-
des podaje w swojej autobiografii, ze zapoznal sie czesSciowo z Arytmetykqg. Dla historii
tekstu kluczowe znaczenie ma jednak zainteresowanie Diofantosem z czasdéw renesansu
Paleologéw, w szczegdlnosdci postaé Maksyma Planudesa.

Poséréd swoich licznych prac filologicznych (w tym wspomniana wezeséniej Antologiq),
teologicznych i historycznych, Planudes znalazt w latach 1292-1293 miejsce dla studiow
nad Arytmetykg. Udalo mu sie przygotowaé redakcje traktatu i napisaé¢ scholia do dwéch
pierwszych ksiag. Wedtug tego, co mozna wyczytaé¢ w jego listach, miat dostep do trzech
kopii Arytmetyki: jednej wlasnej, jednej pozyczonej od przyjaciela i jednej z biblioteki
cesarskiej. Wszystkie zawieraly liczne bledy, i cho¢ bizantyjski uczony byl tego $wiadom
wiele z nich znalazto si¢ przeslizgnelo sie do jego edycji.

7 rekopisu Planudesa, zachowanego szczeliwie do naszych czaséow, wywodzi sie wiek-
sza galaz manuskryptéow Arytmetyki, zwana planudejska. Ich cechg charakterystyczna
jest kopiowanie scholiéw dodanych przez Planudesa. Oprécz tej galezi istnieje jeszcze
jedna, zwana nieplanudejska. Dwa rekopisy bedace jej protoplastami nie sa wiele star-
sze od tego, ktéry rozpoczyna gataz planudejska: réowniez pochodza z XIII w. Galaz
nieplanudejska réwniez zawiera liczne bledy. Wykaz manuskryptéw i ich pochodzenie
podaje [Meskens, 2010, rozdz. 10]

Z dorobku starozytnej nauki greckiej korzystali réwniez uczeni arabscy. O tym, ze Aryt-
metyka byta znana wséréd tamtejszych uczonych bylo od dawna wiadomo, za sprawa
dziela al-Fakhri Al-Karajiego (X/XI w.). Rozwijajac teorie Diofantosa, Al-Karaji umie-
$cit w swoim dziele duza cze$¢ zagadnien znanych z greckich ksiag I, 11, III.

Prawdziwa sensacja jesli chodzi o arabskie Zrodia do krytyki tekstu Arytmetyki byto
odkrycie w 1971 r. arabskiego tlumaczenia czterech ksiagg nieznanych z manuskryptéw
bizantyjskich. Autorem tlumaczenia jest Qusta ibn Luqa, Grek zyjacy w drugiej poto-
wie IX w. i pracujacy na dworze w Bagdadzie. Wiadomo dzis, ze przettumaczyl on na
arabski siedem pierwszych ksiag Arytmetyki i opracowal komentarz do dzieta Diofantosa.



Odkryta w perskiej bibliotece parlamentu w Meszhed kopia tego ttumaczenia powstala
w 1198 r. Co ciekawe na dokumencie widnieje imi¢ Diofantosa, ale zostato ono zapisane
starym pismem kufickim i w skutek probleméw z odczytaniem go, manuskrypt zostal

skatalogowany z Qusta ibn Luqa jako autorem”.

Tekst zawiera ksiegi oryginalnie znajdujace si¢ na pozycjach IV-VII. Istnieja pewne réz-
nice stylistyczne miedzy tekstem greckim i arabskim: w tym drugim rozwiazania pro-
bleméw sg zazwyczaj dluzsze i bardziej szczegdlowe. Znaczenie tych réznic dla krytyki
tekstu nie jest do korica jasne i pozostaje przedmiotem dyskusji®.

Istnieja dwie edycje krytyczne ksiag greckich: [Tannery, 1895] i [Allard, 1980] oraz dwie
arabskich: [Sesiano, 1982], [Rashed, 1984]. [Allard, 1980] to nieopublikowana praca dok-
torska, trudna do zdobycia. Niektére wnioski streszcza [Meskens, 2010] (ss.43-45, 173 -
175). Edycja Tannery’ego mimo uplywu ponad stu lat od jej wydania ciagle jest pod-
stawa opracowan naukowych. Z niej tez korzystam w niniejszym tlumaczeniu, ktére
obejmuje wyimki jedynie z ksiag greckich.

Zapis w Arytmetyce

Mozemy za Nesselmannem (zob. [Heath, 1910] s. 78) wyrdznié trzy historyczne etapy
rozwoju zapisu algebraicznego. Na etapie retorycznym wszystkie operacje sa opisywane
pelnymi stowami, a rozwigzanie probleméw sg utozone w catosci jako prozatorski tekst.
Na etapie synkopatycznym najczesciej uzywane terminy zastepuja skroty. Jezeli skréty
lacza sie ze soba, powstaja napisy przypominajace wspdlczesny zapis, ale nie wyposa-
zone w reguly syntaktyczne, wyabstrahowane ponad poziom jezyka naturalnego. Ta
cecha $wiadczy juz o przejsciu do zapisu, ktéry Nesselmann nazywa symbolicznym. Dio-
fantos nalezy do etapu synkopatycznego i sposdb w jaki zapisuje swoje problemy moze
budzi¢ zdziwienie nieprzygotowanego czytelnika.

Zanim zostana oméwie uzywane przez niego konwencje, dobrze bedzie odnotowaé¢ dwa
fakty. Po pierwsze: bizantyjscy kopisci, za poérednictwem ktérych mamy dostep do tek-
stu Arytmetyki, spisali go w minuskule. Ten typ pisma pojawil sie w szerokim uzyciu
dopiero w IX w. Weczesniej tekst musial byé¢ przekazywany w uncjale lub starszych for-
mach majuskutowych. Mimo wiec, ze jezyk przekazu (zanadto) sie nie zmienil zapis z
greckich manuskryptéw nie jest oryginalny w potocznym sensie. Na szczedcie dla wspot-
czesnych czytelnikéw wprowadzajac w przedmowie swoje oznaczenia opisuje je niekiedy
stownie uodparniajac w efekcie tekst na bledy kopistéw. Po drugie: rekopisy nie tylko
odbiegaja od autografu, ale r6znig sie tez miedzy soba. Wydania krytyczne tekstu grec-
kiego optuja w niektorych przypadkach za réznymi wariantami. W tym ttumaczeniu
postuguje sie notacja Tannery’ego.

7 [Schappacher, 1998] s. 17
8 [Meskens, 2010] ss. 105-106



W Arytmetyce stosowany jest jonski zapis liczb: system dziesietny (bez symbolu 0 rzecz
jasna) zapisywany literami greckimi (w tym znakami, ktére wyszly z uzycia). W okresie
bizantyjskim uzywano poziomych kresek dla wyréznienia liter, ktére oznaczaja liczby

a 1|7 10| p 100
B 2| ®% 20| & 200
¥ 3| X 3 | 7 300
6 4 | m 40 | T 400
€ 5|7 5 | ¢ 500
F 6| & 60 | x¥ 600
C 7|1 o 70 | Y 700
7 8|7 8 | w 800
9 9| L 9 | A 900

Ustawiajac znaki obok siebie tworzy sie wieksze liczby np. Yre to 625. Zeby zapisaé
tysiace uzywa si¢ liter powiazanych z cyframi 1-9 z jota w indeksie dolnym. Dziesiatki
tysiecy oznacza sie M z napisana nad ta litera liczbg oznaczajaca ile tych dziesiagtkéw
tysiecy ma by¢. Poczawszy od stu milionéw stosuje sie M M zamiast pisania nad litera.

Arytmetyka zaczyna sie od przedmowy w ktérej, po dedykacji dla pewnego Dionizego,
Diofantos prezentuje serie definicji, twierdzen i oznaczen. Zaczyna od stwierdzenia, ze
wszystkie liczby skladaje sie z pewnej wielosci jednostek (wwdvtag tovg GELOWOVS GUY-
KEWEVOUS €K wovadwv TAnBovg tvdg). Przedmiotem probleméw arytmetycznych jest
znalezienie liczby (lub liczb), ktéra ma w sobie nieokreslona wielo$é¢ jednostek (mwAifog
uovddov adeiotov). Taka liczba jest oznaczana symbolem ¢, a przynajmniej tak podaja
manuskrypty, bo istnieja powazne racje, zeby sadzi¢, ze Diofantos uzywal innego sym-
bolu. Jezeli w rozwazanym zadaniu wystepuje wiecej niz jedna niewiadoma to czas czas
wszystkie sg oznaczane tym samym skrotem, a rozréznienie wynika z kontekstu. Z okre-
lenia liczby jako wielosci jednostek mozna by wnioskowaé, ze chodzi o liczby catkowite
rzeczywiste wedhug wspotczesnego nazewnictwa. Czasem Diofantos stosuje pojecie liczby
w ten sposéb (pisze np. o najmniejszych liczbach), ale generalnie postuguje si¢ w pro-
blemach liczbami wymiernymi dodatnimi. Rozwigzania ujemne uwaza za absurdalne®.

Pewne szczegdlne liczby, we wspdlczesnej nomenklaturze catkowite potegi, Diofantos na-
zywa i oznacza skrétami:

90dmienne, ale raczej odosobnione zdanie prezentuje w tej kwestii [Bashmakova, 1997]



kwadrat (dost. potega) AT duvawg (AYNAMIY)

szescian KT kVBog (KYBOY)
kwadrat-kwadrat ATA duvpodvvauls (AYNAMOAYNAMIY)
kwadrat-szescian AKY duvapoxkvfog (AYNAMOKYBIY)
szescian-szescian KYKTY kLBOkVPog (KYBOKYBOY)

Wyzszych poteg wprost nie uzywa, ale wprowadzajac kolejne wyktadniki powotuje si¢
milczaco na regule 2™ - 2™ = g™,

Dalej Diofantos wprowadza pojecia oznaczajace odwrotnosci poteg. Odwrotnosé arith-
mos (4@udg, z) to arithmoston (dBuoctov, 1), Odwrotnosé dynamis (Svvawg, z?) to
dynamoston (Suvauoctdv, z%) i tak dalej. Odwrotnosci sa oznaczane przez dopisanie do
odpowiedniego znaku litery x (w edycji Tannery’ego - w indeksie gérnym).

Jedynym wprowadzonym skrétem dzialania jest A dla odejmowania. Chociaz, jak zostato

powiedziane, Diofantos nie uznaje liczb ujemnych, zna prawa mnozenia liczb odejmowa-

nych: odejmowana razy odejmowana daje dodawana, a odejmowana razy dodawana daje

odejmowang. Symbol dodawania jest w zapisie pomijany, podobnie jak jedyne mnozenie,

mnozenie niewiadomej (w réznych potegach). Wyraz wolny zapisywany jest jako wspo6l-
o

czynnik razy jednostka (monada, wovdg , symbol M). Przykladowy napis moze wiec

— o
wygladaé nastepujaco: K B A ATeMa to we wspétezesnej notacji 223 +8x — (52 4-1).

Oproécz wprost wprowadzonych we wstepie symboli Diofantos (lub kopiéci) okazjonalnie
uzywa innych skrétéw lub oznaczen np. zapisu utamka w postaci mianownik nad liczni-
kiem oddzielony kreska, skrotu 7 (od Yoog) dla réwnosci, czy symbolu OJ dla kwadratu.
O synkopatycznym charakterze zapisu swiadczy, ze przy wielu symbolach dopisywane sa
odpowiednie koncéwki fleksyjne np. ¢*¥ od diBu@v .

O tlumaczeniu

Thumaczone w tej pracy problemy zostaly wybrane tak, zeby czytelnik moégt dzigki ich
lekturze zorientowaé sie po trosze jakimi problemami zajmuje sie Diofantos, jakimi me-
todami je rozwiazuje ale przede wszystkim jaki jest jego styl uprawiania matematyki,
jesli mozna tak powiedzie¢. Latwo mozna zauwazyé, ze chociaz jego rozwiazania daja
sie przetozy¢ na wspotczesny zapis, i widaé, ze sa bardzo pomystowe, to wrazenie od-
miennosci miedzy arytmetyka wspoélczesng, a starozytna pozostaje dominujace. 7Z tego
powodu same problemy beda przedstawiane w tlumaczeniu doslownym, a uwspédlcze-
$nienie rozwigzania bedzie umieszczane w komentarzu.

Rozdzielenie przektadu i uwspolczesnienia w dwdoch miejscach napotyka na koniecznosé
wyboru okreélonej konwencji. Pierwszym z nich jest ttumaczenie symboli, a wtasciwie



skrétéw algebraicznych. W wielu ttumaczeniach uzywa sie po prostu wspélczesnego za-
pisu, ale nalezy chyba zgodzi¢ sie z opiniami przytaczanymi przez ( [Meskens, 2010] s.52),
ze gdy zalezy nam na wiernosci przektadu lepiej uzywaé, renesansowa maniera, podob-
nych skrétéw jak Diofantos. W jezyku polskim moga to by¢ L (od stowa liczba) <, K (od
stowa kwadrat) dla symbolu AT i S* (od szescian) dla symbolu K. Znaki dodawania
i odejmowania bede zapisywal wspotczesna notacja, a utamki z licznikiem na gorze, a
mianownikiem na dole. Drugim problematycznym miejscem jest opis operacji arytme-
tycznych. Zdaje sie, ze najczesciej uzywane w polszczyznie stowne ekwiwalenty zapisu
3+ 5, to trzy plus pie¢ lub suma trzy i piec. Pie¢ dodane do trzech chyba zbyt mocno
akcentuje kolejnosé, zeby uzywacé takiego sformutowania we wszystkich tych sytuacjach,
w ktérych oryginal nie zaznacza kolejnosci. Trzy i pieé, choé¢ byloby dostownym ttu-
maczeniem greki, brzmi nieco sztucznie. Postanowitem wyrazenia rodzaju dBuoc kai
aEwuog ttumaczy¢ przez liczba plus liczba, a te w ktorych pojawiaja sie stowa oiuvbeatc,
GUVOUEOTEROS przez suma liczby i liczby. Podobne reguly stosuje do dzialan mnozenia,
cho¢ tutaj stowo iloczyn czesciej wystepuje jako podmiot domyslny, ktéry podaje wprost
ze wzgledéw stylistycznych. Jesli chodzi o wyniki dzialan, to w polszczyZnie sumy i
iloczyny na ogét dajg wyniki, sg réwne, albo wynoszq. U Diofantosa moga robié, stawaé
sie, po prostu byé, albo bycé rownymi. Traktuje te sformutowania zamiennie z wyjatkiem
jest rowny ze wzgledu na szczegdlny algebraiczny wydzwiek.

Pie¢ ttumaczonych probleméw zostalo dobranych wedlug nastepujacego klucza:

e Na przyktadzie zagadnienia 28. =z ksiegi pierwszej bedzie pokazana struktura
umieszczanych w Arytmetyce probleméw i rozwigzan. Poszukiwane jest rozwia-
zanie oznaczonego ukltadu drugiego stopnia.

e W zagadnieniu 20.z tej samej ksiegi Diofantos prezentuje rozwiazanie jednego z
raptem kilku pojawiajacych sie jego dziele ukladéw pierwszego stopnia.

e Réwnanie podwdéjne, charakterystyczna dla Diofantosa metoda radzenia sobie z
niektérymi ukladami nieoznaczonymi, jest pokazana na przykladzie zagadnienia
15. z ksiegi trzeciej.

e Stynne zagadnienie I1.8 i odwotujace sie do niego II1.19 stuza pokazaniu, ze Dio-
fantos rozumie ogdélnosé osigganych wynikéw lepiej niz mogloby sie wydawaé na
pierwszy rzut oka.

Powyzsze przyklady nie wyczerpuja najwazniejszych kwestii Arytmetyki. Bardzo dobra
synteze dziela mozna znalezé w monografii [Meskens, 2010]. Klasyfikacje probleméw z
ksiag greckich i oméwienie niektérych metod mozna znalezé w [Heath, 1910]. Szerszy
wybor probleméw z Arytmetyki mozna znalezé w angielskim tlumaczeniu w pracy [Tho-
mas, 1939]



Ksiega I Zagadnienie 28
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Zmalez¢ takie dwie liczby, zeby ich
suma oraz suma ich kwadratéw, dawaty
podane liczby.

Musi byé¢ tak, ze dwie [sumy]| kwa-
dratéw liczb sa wigksze od kwadratu
ich sumy o [pewien] kwadrat. To jest
plasmatikon.

Niech bedzie dane, ze suma liczb daje
20 jednostek, za$ suma kwadratéw 208
jednostek.

Niech ich réznica bedzie [réwna] 2L.
Dalej, niech wieksza [liczba] bedzie L
plus 10, znowu - polowa sumy, mniejsza
za$ 10 — L. Ponownie, suma pozostaje
[réwna] 20, a réznica 2L.

Trzeba jeszcze, zeby suma kwadratow
dawala 208 jednostek. Ale suma kwa-
dratéw daje 2K + 200. To jest réwne
208 jednostkom, wigc L jest [réwna] 2
jednostkom.

Przechodzac do wartosci liczb: wieksza
bedzie réwna 12 jednostek, a mniejsza 8
jednostek. I znowu, te liczby spelniaja
warunki zagadnienia.



KOMENTARZ

e Uwspotczesnienie

W wspédlczesnej notacji rozwazany problem wyglada nastepujaco: dla danych a i
b trzeba rozwiazaé¢ (oczywiscie w Q4 ) uktad réwnan

r+y = a
2?24y = b

Takie réwnanie moze nie mie¢ rozwiazania. Diofantos podaje warunek konieczny
na a i b, zeby problem byt dobrze okreslony:
2b —a® =2(z? + y?) — (z 4+ y)* = &2

dla pewnego ¢ € Q. Rzeczywiécie 2(z? +9?) — (z +y)% = 22 — 2oy + 12 = (v —y)>.
Zauwazmy, ze jest to réwniez warunek wystarczajacy: jezeli jest spelniony, to
otrzymamy ukltad rownan

r+y = a

r—y = c¢’

ktéry oczywiscie ma rozwigzanie wymierne (“TJFC, 45).

Rozwiazywany przypadek, to a = 20 i b = 208. Warunek jest spelniony, bo
416 — 20?2 = 16 = 4%2. We wspolczesnym stylu przedstawione rozwigzanie mozna
zapisaé nastepujaco:

Przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze x > y i przyjmijmy 2z = x — y. Mozemy
zauwazy¢, ze 2z+a = 2x oraz 2z+b = 2y. Zatem x = z+%a =2+10,ay = z—%a =
z —10. Podstawiajac do drugiego réwnania otrzymujemy (z -+ %a)2 +(z— %a)2 =b
(po podstawieniu (z + 10)? + (z — 10)? = 208). Po rozwinieciu i uporzadkowaniu
lewej strony réwnania otrzymujemy 222 + %a? = b (po podstawieniu 222 + 200 =

208). Stad z = 1/ 3(b— 3a?) (2 = 2).

Teraz rozwiazujemy prosty uktad

I
S

Tty
r—y = 2z

i dostajemy (z,y) = (%422, 22) = (12,8).

e Struktura zagadnien w Arytmetyce

Chociaz tematyka dociekan Diofantosa odbiega od gléwnego nurtu matematyki
greckiej, to struktura probleméw posiada analogie do struktury konstrukcji obec-
nej w klasycznych dzielach geometrycznych, a opisanej przez Proklosa '°. Najpierw
zadawany jest problem w postaci ogdlnej. W niektérych zagadnieniach podawany

10 [Meskens, 2010] s. 57
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jest nastepnie warunek konieczny na istnienie rozwigzania lub lemat, czesto bez
dowodu. Dalej nastepuje dosy¢ szokujacy w pierwszym odruchu element: Dio-
fantos przestaje zajmowaé sie ogélnie zadanym problemem i podstawia konkretne
wartosci liczbowe dla ktérych rozwiazuje réwnanie badZ uklad réwnan (w przy-
padku ukladéw nieoznaczonych zadowala sie jednym rozwiazaniem). Zobaczymy
jednak dalej, ze nie musi to oznaczaé, ze nie jest Swiadomy ogdlnosci swojej metody.
Nastepnie Diofantos rozwiazuje zadanie i sprawdza zgodnosé¢ wyniku.

e Uwagi translatorskie

1. W szeéciu sposrod zagadnien w ktorych wprowadzany jest warunek konieczny
Diofantos dodaje zagadkowy komentarz "Ect 8¢ kol to0to wAacuatikdy (1.27,
1.28, 1.30, IV.17, 1V.19, V.7). Istnieja duze rozbieznosci wéréd uczonych co
do tego, jak nalezy rozumieé¢ i tlumaczy¢ ten zwrot. Przeglad stanowisk i
obszerne wyjasnienia podaje [Acerbi, 2009]

2. Stowo znowu w czwartym akapicie jest odniesieniem do podobnego zabiegu
zastosowanego w zagadnieniu 1.27.

3. ’Emi tag vtoctdoelg thtumacze podazajac za interpretacja [Christianidis, 2015]
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Podzieli¢ dana liczbe na takie trzy
liczby, ze kazda ze skrajnych, z dodana
srodkowa, jest wzgledem pozostalej
skrajnej w zadanej proporcji.

Niech bedzie trzeba podzieli¢ 100 na
trzy liczby tak,
i drugiej jest trzy razy wicksza od
trzeciej, a suma drugiej i trzeciej jest
cztery razy wieksza od pierwszej.

7Ze suma pierwszej

Niech trzecig liczba bedzie L. Jako ze
suma pierwszej i drugiej jest trzy razy
wieksza od trzeciej muszg one dawaé
3L. Trzy [liczby] sa wiec [razem réwne]
4L, co jest rowne 100, co daje, ze L jest
rowna, 25.

Przechodzac do wartoéci liczb. Jako
trzecia liczbe wzialem L, co bedzie
rowne 25, za$ jako sume pierwszej i
drugiej 3L, co bedzie réwne 75.

Ponownie, jako ze suma drugiej i trze-
ciej liczby jest czterokrotnie wigksza od
piwerszej, niech pierwsza liczba bedzie
L. Wtedy suma drugiej i trzeciej bedzie
rowna 4L. Suma trzech bedzie wiec
réwna 5L ale i 100, wiec L bedzie 20.

Pierwsza liczba bedzie wiec 20, a suma
drugiej i trzeciej 80. Jako zZe trzecia
liczba jest 25, pozostaje, ze druga be-
dzie 55 i [takie liczby] spelniaja posta-
wiony warunek.



KOMENTARZ

Widzielismy juz co znaczy podzieli¢ dang liczbe na kilka. W tym zagadnieniu jednym z
rownan bedzie

r+yt+z=a
dla zadanego a. Pod enigmatycznymi nazwami liczb skrajnych i srodkowej nie kryje sie
porzadek w Q, tylko porzadek zapisu: przyjmujac notacje wyzej skrajne to x i z, a
srodkowa to y. Do pierwszego rownania dochodza nam wiec dwa kolejne:

r+y = bz
Y+ z cT

dla pewnych b i c.

Diofantos rozwiazuje ten uklad rownan dla podstawien a = 100, b = 3 oraz ¢ = 4.
Najpierw, w pierwszym réwnaniu uzywa podstawienia x + y = 3z (drugie réwnanie),
skad dostaje 4z = 100, wiec z = 25. Nastepnie powtarza ten sam schemat podstawiajac

trzecie réwnanie. Otrzymuje 5z = 100, skad wnioskuje, ze & = 20. Zeby suma z + 3 + 2
byta rzeczywiscie réwna 100, y musi by¢ réwne 55.
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Zmalezé takie trzy liczby, ze iloczyn
dwoch dodany do ich sumy daje kwa-
drat.

[Moczyn] kazdych dwdch kolejnych
kwadratéw dodany do ich sumy daje
kwadrat.

Niech wiec pierwsza liczbag bedzie
4, a druga 9, ktérych iloczyn bedac
kwadratem - 36 - po dodaniu ich sumy
daje kwadrat. Pozostaje, zeby [iloczyn]
drugiej i trzeciej liczby, dodany do ich
sumy, oraz [iloczyn] trzeciej i pierwszej
liczby, dodany do ich sumy, dawaty
kwadrat.

Niech trzecia liczba bedzie L. Wéwczas
iloczyn drugiej i trzeciej dodany do
sumy wynosi 10L + 9 i jest rowny
kwadratowi oraz iloczyn trzeciej i
pierwszej dodany do sumy wynosi
5L + 4 i jest réwny kwadratowi i
znowu powstaje rownanie podwdjne,
réznica wynosi 5L + 5. Szukam wiec
znowu takich liczb, ktérych iloczyn
jest rowny 5L + 5. Liczbami ktorych
iloczyn daje te réznice sa L + 1 i 5.
I podobnie [jak w drugim “] polowa
ich sumy pomnozona przez siebie jest
réwna wiekszej, zas polowa réznicy jest
rowna mniejszej i wychodzi L réwna 28.

Pierwsza liczba jest 4, druga 9, trzecia
zas 28, co spelnia postawiony warunek.

“prawdopodobnie glossa, odniesienie niejasne



KOMENTARZ

e Uwspotczesnienie

Nieoznaczonym ukladem réwnan dla ktorego trzeba znalezé rozwigzanie jest

zy+r+y = a
yz+y+z = b
rzz+xrx+2z = 2

Na poczatku Diofantos podaje, bez dowodu lemat: dla kazdej liczby naturalnej k
suma k2 - (k 4+ 1)? + k2 + (k + 1)? jest kwadratem (liczby naturalnej). Istotnie,

B2k + 124+ k2 4+ (k+ D)2 =k + 2k + 3k + 2k + 1 = (KX + k + 1)?

Biorac z = 4 i y = 9 mamy spelnione pierwsze rownanie: 4-9+44+9=36+13 =
49 = 72. Pozostale dwa przyjmuja postaé (taki uktad Diofantos nazywa réwnaniem
podwjnym):

102 +9 b2
5244 = (2

Odejmujac stronami otrzymujemy 5z + 5 = b2 — 2. Prawg strone tego rownania
mozemy réwnie dobrze zapisaé¢ jako iloczyn dwéch liczb (b + ¢)(b — ¢). Jezeli
zapiszemy, ze b+ c = p, a b— ¢ = ¢ mozemy otrzymac b = Z’Qﬂ i c= P51, Pasujace
piq tatwo w tym wypadku znalezé: wystarczy wzia¢ p =2+ 11 ¢ = 5. Wowczas
b= Z'Bﬁ, ac= %1_5 Podstawiajac do 10z + 9 = b? otrzymujemy réwnanie
kwadratowe na z. Rozwiazujac je (zauwazmy, ze wyrazy wolne sie zredukuja)
otrzymujemy z = 28.

e Ogoélnie Diofantos uzywa réwnani podwojnego do uktadéw réwnan

ar’?+br+c = o
de* +ex+ f = (2

w ktérych dobiera wspélezynniki tak, zeby albo a bylo rowne b, albo ¢ réwne f.
Pierwszy rodzaj, prowadzacy do uktadéw liniowych pojawia sie czedciej w ksiegach
greckich, drugi w arabskich. W ksiegah arabskich znajdziemy tez podobne uktady
wyzszych stopni (zob. [Meskens, 2010] ss.83-85)
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Podany kwadrat podzieli¢c na dwa
kwadraty.

Niech bedzie trzeba podzieli¢ 16 na
dwa kwadraty.

Niech pierwszym bedzie K, wtedy
innym bedzie 16 — K i trzeba bedzie,
zeby 16 — K bylo kwadratem.

Tworze kwadrat z L jakiejkolwiek wiel-
ko$ci minus taka wielkos¢, ktéra jest
pierwiastkiem (dost. bokiem - przyp.
ttum) 16: niech to bedzie 2L — 4. Sam
kwadrat to bedzie wtedy 4K +16—16L,
co jest réwne 16 — K. Po obu stronach
(dost. wspdlnie - przyp. tlum.) dodaj
to co odejmowane i [odejmij] podobne
od podobnego.

Wtedy 5K réwna sie 16L i zostaje L
rowna piatej czesci 16.

Jedng liczba bedzie wigc %, a druga
%. Ich suma jest % lub 16 i obydwie

sa kwadratami.

KOMENTARZ

Trzeba znalezé takie x,y € Q, zeby x? 4 32 bylo réwne a?, dla pewnego a € Q. W
tym wypadku a = 4, ale prezentowana przez Diofantosa metoda dziala ogdélnie, z czego
bedzie on, jak zobaczymy, korzystal w zagadnieniu II1.19.

Do rozwigzania wystarczy znalezé takie y, zeby y? = a® — 22 (16 — 22) byto kwadratem.
Diofantos stosuje podstawienie y = kx — a, wybierajac k = 2. Podstawiajac otrzymuje
réwnanie kwadratowe a? — 22 = k*z? — 2akz + a® (16 — 2? = 42% — 162 + 16). Wyraz
a® zredukuje sie i zostanie z((k? + 1)z — 2ak) = 0, skad = = k;226f1 Znajac wartosé x
mozemy tatwo wyliczy¢ y oraz kwadraty tych dwéch liczb.

Ciekawostka: To wlasnie na marginesie tego zagadnienia Pierre de Fermat poczynit
stynng notatke w ktérej sformultowal twierdzenie nazwane potem Wielkim Twierdzeniem
Fermatte’a.
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Zmalez¢ cztery takie liczby, ze kwadrat
ich sumy po dodaniu dowolnej z nich,
lub po odjeciu, daje kwadrat.

Jako ze we wszystkich tréjkatach
prostokatnych kwadrat przeciwpro-
stokatnej, po dodaniu lub po odjeciu
podwojonego iloczynu przyprostokat-
nych, daje kwadrat, szukam najpierw
czterech trojkatow prostokatnych o
réwnych przeciwprostokatnych. To jest
to samo co podzieli¢ pewien kwadrat na
dwa kwadraty <na cztery sposoby>, a
nauczyliSmy sie dzieli¢ dany kwadrat
na dwa kwadraty na nieskonczenie
wiele sposobdw.

Miejmy teraz ulozone dwa tréjkaty
prostokatne z najmniejszych liczb tj.
(3, 4, 5), (5, 11, 13). Pomnoéz kazdy z
bokéw jednego tréjkata przez przeciw-
prostokatng drugiego; pierwszy tréojkat
bedzie réwny (39, 52, 65), za$ drugi
(25, 60, 65). Sa to tréjkaty prostokatne
0 tej samej przeciwprostokatne;j.

Co wiecej, 65 naturalnie dzieli sie na
kwadraty dwojako: mna 16 i 49 ale
réwniez na 64 i 1 jednostke. To wynika
z tego, ze liczba 65 jest iloczynem 13 i
5, ktére obydwie rozkladaja sie¢ na dwa
kwadraty.

Teraz z ustalonych 49 oraz 16 wyciggam
pierwiastki, sg to 7 i 4, i formuje trojkat
prostokatny z tych dwéch liczb (7 i 4):
33, 56, 65.
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Podobnie pierwiastkami 16 i 1 jednostki
sg 41 1. Znowu formuje z nich trdjkat
prostokatny, ktérego bokami sa 16, 63,
65.

Powstaja cztery tréjkaty prostokatne
majace roéwne  przeciwprostokatne.
Przechodzac wigc do poczatku za-
gadnienia, biore jako sume czterech
[liczb] 65L, a jako poszczegdlne liczby
K pomnozone przez (dosl. w ilosci
takiej jak) dwa pola [kolejnych tréj-
katow]: jako pierwsza 4056K, jako
druga 3000K, jako trzecia 3696 K i jako
czwarta 2016 K.

Suma czterech liczb wynosi 12768K,
co jest rowne 65L i zostaje, ze L jest
réwna 65 podzielone przez 12768.

Przechodzac do wartosci liczb. W
pierwszej liczbie licznikiem bedzie
17136600, w drugiej 126750000, w
trzeciej 15615600, w czwartej 8517600,
a wspOlnym mianownikiem bedzie

163021824.

KOMENTARZ

Zagadnienie I11.19 nalezy do najbardziej skomplikowanych zadan w Arytmetyce, a w jego
rozwigzaniu Diofantos daje prawdziwy popis swoich umiejetnosci. Tannery sugeruje w
swojej edycji krytycznej, ze zagadnienie to oryginalnie konczyto trzecia ksiege stanowiac
punkt kulminacyjny dotychczasowych rozwazan.

Do rozwiazania jest uklad oSmiu réwnan:

(z+y+z+t
(t+y+z+t
(r+y+z+t
(r+y+z+t

+2r = ad?
Ty
242
2+t

Il
SH
[NV}

|
Q

Po postawieniu problemu Diofantos formuluje zagadnienie pomocnicze: trzeba znalezé
cztery pary ki, l; (i =1,2,3,4), takie ze dla pewnego m:

k2 4+ 12 = m?

(i=1,2,3,4) (1)



Powyzsze réwnania mozna zinterpretowaé¢ geometrycznie jako réwnania twierdzenia Pi-
tagorasa dla czterech réznych tréjkatow prostokatnych o tej samej przeciwprostokatne;j.
Po znalezieniu odpowiednich liczb bedziemy mieli zaleznosci

m2 — 2ily = k2 + 12 — 2h;l; = (ki — ;)2 (2)

Zanim zobaczymy jak Diofantos rozwigzuje problem pomocniczy, zapytajmy w czym on
wlasciwie pomaga. Zalézmy, ze znalezliSmy jakie$ pasujace k;,l; (i = 1,2,3,4) oraz m.
Gdyby byto tak, ze

m = 2kl 4 2kl + 2ksls + 2k4ly (3)
mielibySmy rozwiazanie oryginalnego problemu. Tak jednak byé nie musi. Aby m byto
odpowiednie mozemy jednak przemnozy¢ wszystkie ki, l; i m przez odpowiednie C. W
miejsce réwnosci (2) bedziemy wéwczas mieli réwnosci

C%m? — 2(C - k;)(C - 1;) = C?(k; — 1;)? (4)

a do rozwiazania oryginalnego problemu, zamiast (3) bedziemy potrzebowaé

Cm =2(C - k)(C-11) +2(C - ko) (C - 12) +2(C - k3)(C - 13) + 2(C - ka)(C - 1g)  (5)

Latwo jednak zauwazy¢, ze (5) zachodzi dla C = g st —mr .

PrzejdZzmy wiec do rozwiazania problemu pomocniczego. Mozna zauwazy¢, ze jest on
podobnej postaci jak zagadnienie I1.8. WidzieliSmy, ze Diofantos rozkladal na sume
kwadratéw tylko liczbe 16 i w wybral tylko jedno podstawienie w y = kx —a. Tu jednak
pisze, ze czytelnik wie juz jak ogolnie rozkladaé¢ kwadraty na sume dwdoch kwadratow i
to na nieskonczenie wiele sposobodw.

Wybér konkretnych podstawien w zagadnieniach nie musi wiec oznaczaé, ze autor Aryt-
metyki traci z oczu ogolnos¢ rozwiazania. 7 drugiej strony trzeba mie¢ w pamieci, ze
wiele podstawien jest celowo tak dobranych, zeby réwnanie dato sie tatwo rozwiaza¢. Na
przyklad w zagadnieniu 17 z széstej ksiegi arabskiej rozwiazuje réwnanie z2+24 +28 = 32
znajdujac (z,y) = (%, %. W 1998 r. Joseph Wetherell udowodnit'! przy pomocy nowo-
czesnych twierdzen z zakresu teorii krzywych eliptycznych, ze jest to jedyne rozwiazanie
w Q4! Patrzac jednak na sam tekst Arytmetyki nie sposéb odréznié ogdlnych twierdzen

od partykularnych rozwiazan.

Chociaz Diofantos zauwaza powiazanie problemu pomocniczego z zagadnieniem I1.8, i
na tej podstawie wnioskuje o jego rozwiazywalnosci (skoro kwadrat mozna roztozy¢ na
sume dwbéch kwadratéw na nieskonczenie wiele sposobow, to w szczegdlnosci mozna na
cztery), to uzywa innego, bardziej geometrycznego sposobu do jego rozwiazania.

Najpierw bierze dwie najmniejsze tréjki pitagorejskie: (3,4,5) i (5,11,13) i formuje z nich
tréjkaty prostokatne. Nastepnie boki kazdego z nich mnozy przez dlugo$é przeciwpro-
stokatnej drugiego tréjkata otrzymujac dwa trojkaty prostokatne o przeciwprostokatnej

11 [Schappacher, 1998] s. 24
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65, mianowicie (39, 52, 65) i (25, 60, 65).

Liczba 65 jest iloczynem 5 i 13, ktére sa sumami kwadratéow: odpowiednio 1 i 4 oraz 4
i 9. Liczbe ktéra jest iloczynem sum kwadratéw mozna rozlozyé (naturalnie, jak pisze
Diofantos) na sumy kwadratéw wedlug zaleznosci (uwaga na konflikt oznaczen):

(a® + %) (2 + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)? = (be — ad)? + (bd + ac)? (6)

W tym wypadku 65 = 42 + 72 = 82 + 12. Po co takie rozbicie? Majac dane dwie
liczby p > ¢ mozemy zbudowaé tréjkat prostokatny o przyprostokatnych p? — ¢2 i 2pq
oraz przeciwprostokatnej p? + ¢2. Dzieki (6) mamy dwa rozbicia przeciwprostokatnej o
dtugosci 65 na p? 4 ¢>. Wystarczy teraz, ze wyliczymy pozostate boki i otrzymamy dwa
kolejne trdjkaty prostokatne o przeciwprostokatnej 65: (33, 56, 65) oraz (16, 63, 65). To
konczy rozwigzanie problemu pomocniczego.
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